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요   약

Brezing과 Weng은 페어링 친화 타원곡선의 CM 파라미터들을 수체(number field)의 다항식 표현을 이용하여 

생성하는 방법을 제안하였고, Freeman은 그 방법을 아벨 다양체(abelian variety)의 경우로 일반화 시켰다. 본 논

문에서는 특히 단순 아벨 곡면(simple abelian surface)의 경우에 대해 Brezing-Weng 방법에서 사용되는 다항식

족(polynomial family)을 구하는 새로운 공식들을 유도하고, 이를 이용하여 CM 파라미터들을 생성할 수 있음을 보

인다.

ABSTRACT

Brezing and Weng proposed a method to generate CM parameters of pairing-friendly elliptic curves using polynomial 

representations of a number field, and Freeman generalized the method for the case of abelian varieties. In this paper we derive 

explicit formulae to find a family of polynomials used in Brezing-Weng method especially in the case of abelian surfaces, and 

present some examples generated by the proposed method.
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I. 서  론 * 

Brezing과 Weng은 수체의 다항식 표현을 이용하

여 페어링 친화 타원곡선의 CM 파라미터를 생성하기 

위한 다항식족(family of polynomials)을 찾는 방

법을 제안했고, Freeman[3], Yoon[4] 등이 이 아

이디어를 응용하여 효율적인 다항식족들을 찾아냈다. 
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페어링 암호의 가용성을 높이기 위해 종수(genus)가 

1 이상인 아벨 다양체(abelian variety)를 이용하

는 것이 가능하며, 특히 종수가 2인 아벨 곡면의 경우 

그 암호학적인 가치가 커 많은 연구가 필요하다. 

Streng, Stevenhagen, Freeman[1]은 중국인의 

나머지 정리와 타입노름을 이용하여 페어링 친화 아벨 

다양체의 CM 파라미터를 구하는 방법을 제안했고, 

Freeman[2]은 유사한 아이디어를 이용하여 

Brezing-Weng 방법을 아벨 다양체의 경우로 일반

화 했다. 본 논문에서는 페어링 친화 아벨 곡면의 CM 

파라미터를 생성하는 Brezing-Weng 다항식족을 찾

아 내는 새로운 공식을 제안하고, 이를 이용하여 생성
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된 예제들을 보인다.

II. 아벨 다양체 

차수 인 수체 이 차 전적 실확장체(totally 

real extension field)의 전적 복소이차확장체

(totally imaginary quadratic extension 

field)일 때 을 CM 체(CM field)라 한다. 가 

개의 원소를 가지는 유한체  상에서 정의되는 차

원 단순 아벨 다양체(simple ordinary abelian 

variety)라 하자. 의 프로베니우스 자기준동형사상

의 특성다항식을 -Weil 다항식이라 하며 그 근은 절

대값이 인 대수적 정수로서 -Weil 수라 부른다. 이 

때 ⊗은 기약인 -Weil 다항식을 최

소다항식으로 가지는 CM 체가 된다. Tate-Honda 

이론에 의해 하나의 -Weil 다항식, 즉 -Weil 수의 

켤레류(conjugacy class)는 하나의 아벨 다양체의 

등원류(isogeny class)에 대응하며 -Weil 수를 하

나 찾아내면 그에 대응하는 아벨 다양체를 CM 방법

으로 구할 수 있다[1, 2, 5].

을 차원 CM 체 의 정규폐체(normal 

closure),  , 는  인 의 

부분군이라 하자. 이 때 의 서로 켤레가 아닌 

개의 원소들의 집합 ⋯에 대해 

를 CM 타입이라 한다. ∈  ∈, 
∈ ∈, 은 의 부분군 ∈
에 의해 고정되는 의 부분체, 그리고 ⊆

 라 하자. 그러면 는 CM 타입이며, 

 의 반사타입(reflex type)이라고 부르고, 

을 의 반사체(reflex field)라 부른다. 어떤 CM 

타입이 진부분 CM 타입을 가지지 않는 경우 원시적

(primitive)이라 하며 그것은 단순 아벨 다양체에 대

응된다. 타입노름(type norm)  →  은 

↦
  



 로서 정의된다. 특히 ⊆
이고 


⊆라는 사실이 성립한다.

 을 어떤 소수라 하자. 가 주양극화된

(principally polarized) 아벨 다양체라면, 는 

×에서   ∈   로 가는 비퇴

화 쌍선형 페어링 사상(non-degenerate bilinear 

pairing map)을 가진다. 이 를 나누고 

과 서로소라 할 때, 주어진 자연수 가 
에

서 의 위수이면 ⊆

가 된다[1,2]. 가 

페어링 친화적이기 위해서는 큰 과 작은 에 대해 이 

조건이 성립하면 된다. 이 조건은 에 대응하는 

-Weil 수를 라 할 때 (i) , (ii) 

와 같이 다시 쓸 수 있다. 여기에서 는 

번째 원분다항식(cyclotomic polynomial)이다. 

III. 아벨 곡면에 대응하는 CM 체들

아벨 곡면의 경우   이므로 최대실이차체 

  를 포함하는 4차의 CM 체 을 고려

한다. 여기서 는 제곱 없는 양의 정수이다. 

 일 때   라 하

자. 정수 와 영이 아닌 정수 에 대하여 의 원소 

  가   를 만족한다고 하자. 또한 

유리수 와 제곱 없는 양의 정수 ≠에 대하여 

 가 된다고 하고,    ,   
라 

하자. 그러면 이다. 의 임의의 -Weil 

수는   (∈, ∈)와 같이 쓸 수 

있고,  ∈이며 그 -Weil 다항식

은     이다. 의 원소들 

, ,  를 다음과 같이 정의하자:   , 


 ,   , 

  . 상기 가정 하에 은 다음 

두 가지 유형으로 분류된다. 특별히 혼동이 없는 경우 

와 의 원소들을 의 원소처럼 표기한다. 

(A) 는 갈루아, ,  , 〈〉, 

; 는 원시 CM 타입이고 그 

반사타입은 .

(B) 는 비갈루아, ≠,  , 

〈〉, , ; 은 

원시 CM 타입이고 반사타입은 
.

참고로, 4차 CM 체 중 ≅⊕인 유형

은 원시 CM 타입을 가지지 않으므로 논외로 한다.

IV. 다항식족 구하기

 은 CM 타입, 을 그 반사체라 

하자. 의 켤레 중 하나를 고려하므로 (A)형과 (B)

형의 경우 모두  으로 고정한다. 과 의 최

대실이차체는 각각   와  
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이다. 는 주어진 임베딩 차수, 는 1의 번째 원

시근이라 하자. 는 과 를 포함하는 최소체이

고, 은 갈루아 확장이라 하자. 의 최소다

항식 이 ,  ∈에 대해 과 같

이 인수분해 된다고 하자. 그러면 ≅

≅
이므로 의 원소들은 

(또는 )을 법으로 하여 의 다항식으로 표

현 가능하다. 지금부터 체 의 원소 의 , , 

를 법으로 하는 다항식 표현을 각각 , , 




로 표기하자.   라 놓자. 그러면 

 이다. 의 원소   (

∈)에 대해 라 놓자. 그러면 타입노

름의 성질에 의해 ∈이다. 또 의 원소

들   , 

에 대해 로 쓸 수 있고, 

    
 

∈이다. 이제 다음 방정식들

≡, ≡  ,

≡, ≡  
  

을 만족시키는 다항식들 ,  ∈를 찾아내

면 다항식 ∈가 조건     을 

만족시킨다.   , 
  (, 

, , ∈)라 놓자. 그리고 다항식 변수들 

, , , ∈들을 다음과 같이 놓을 때,

  
 

,   
 

,

      ,

      ,

다음을 만족시키는 , , , ∈를 찾는다.

 






 





 ,

 






 




  ,


 







 





 ,











 




  .

모든 변수들을 에서 찾으면 충분하므로 방

정식들의 계수들  ,  ,  , 
을 각각 

 ,  ,  , 
로 바꾸어 얻어진 방정식

들을 을 법으로 하여 풀면 된다. 방정식의 해는 다

음 정리를 이용하여 구할 수 있다.

정리 1. 상기한 방정식의 일반해   는 다음

과 같다. 가 
 

    의 한 해

일 때,

(i)    ≠인 경우 
 

≠이

고 ≠인 의 원소들 , 와 에 대해 

     ,

     ,

    ,

     ,

 






 








,

 




 










,

 




  

 

 





,

 




  

 

 





.

(ii)      인 경우 이 아닌 의 

원소 에 대해

   ,    
 ,

   ,

   ,

     ,    
 ,

      ,   .

증명.[5]의 4장을 참조하라.                  □

V. 예  제

CM 체가 (A)형인 경우 IV절의 방정식과 해의 기

호들을 →, →, →로 바꾸어 적용시켜도 

무방하다. 체가 (B)형인 경우에는 기호들을 그대로 

적용시킨다. g차원 아벨 다양체의 경우 다항식족의 효

율성 척도는   


로 정의한다[1,2].
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1. (A)형,  ,    , 

   일 때  원시원소 의 최소 다항식

은  이다. 정리 1의 (i)에

서  


로 놓으면 다음을 

얻는다.

 


     




   

   



     




    

  . 이 때   이다.

2.(A)형,   ,    ,   

 일 때 정리 1의 (i)에서  , 




로 놓으면   인 다항식족을 얻

는다.

3.(B)형,  ,   , 

  일 때 정리 1의 (i)에서 

 , 


로 놓으면   인 

다항식족을 얻는다.

VI. 결  론 

본 논문에서는 페어링 친화 아벨 곡면의 CM 파라

미터를 생성하기 위한 Brezing-Weng 다항식족을 

찾는 새로운 공식을 유도했다. 제안된 방법을 이용하

면 체 의 원시원소 와 자유변수들 , , 을 변

화시키며 다양한 다항식족을 생성할 수 있고, 이를 이

용하여 생성된 값이 ∼인 다항식족들을 생성해 

보았다. 앞으로 이 결과를 이용하여 더 낮은 값을 

가지는 다항식족을 생성할 수 있을 것으로 기대된다.
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